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增广拉格朗日双边全变分压缩成像重构算法
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摘　要：针对基于全变分压缩成像算法重构的图像存在虚假边界以及边缘信息对比度低的问
题，提出了一种基于全变分成像模型的增广拉格朗日双边全变分压缩成像重构算法。在全变

分正则化思想基础上引入双边滤波技术，并加入拉格朗日函数算子，将目标函数转化为增广拉

格朗日函数，利用交替方向法求解函数模型的最优解。迭代过程中选用最速下降法对梯度进

行求解，对算法进行优化，提高算法运行速度。实验结果表明，算法改进后可以更加精确的重

构出原始图像，重构图像的峰值信噪比提高２ｄＢ，重构错误率降低１０％，结构相似度提高０１，
并且对噪声具有较好的鲁棒性。
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１　引　言

压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）［１－２］理论的
出现使得基于稀疏表示的图像非线性重建得到广泛

关注，该理论表明如果信号在某个变换域上是稀疏

的或可稀疏表示，就可通过一个与该稀疏变换矩阵

Ψ不相关的测量矩阵 Φ将高维信号投影到低维空



间。这些投影包含了重构图像所需要的大部分信

息，因此可以通过求解稀疏最优化问题从低维观测

向量精确地重构出原始目标图像。

目标图像的稀疏重构是从低维观测信号中恢复

出高维信号的过程，是一个典型的病态或不对称反

问题。目前，重构算法主要包括贪婪算法和凸优化

算法两大类。贪婪算法是解决基于ｌ０范数最小化模

型提出的经典重构算法，典型算法有 ＭＰ［３］算法和
ＯＭＰ［４］算法、分段正交匹配追踪（ＳｔＯＭＰ）［５］算法和
压缩采样匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ）［６］算法等。凸优化算
法是将信号恢复问题从求解ｌ０范数问题转化成为求
解最小ｌ１范数的凸优化问题，比较具有代表性的凸

优化算法有基追踪（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）［７］算法、内点
法、稀疏梯度投影算法［８］和全变分（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ，
ＴＶ）算法［９］等，其中 ＴＶ算法在图像重构中的应用
较为广泛。但是，目前的 ＴＶ算法［１０－１１］仍然存在图

像高频边缘信息保持较差或目标函数求解效率较低

等问题。

本文在 ＴＶ算法的基础上，提出了增广拉格朗
日双边全变分重构算法（ＢＴＶｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ
ｂａｓｅｄｏｎａｕｇｍｅｎｔｅｄＬａｇｒａｎｇｉａｎａｎｄａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｒｅｃ
ｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＢＴＶＡＬ３），首先引入双边滤波保持图
像边缘特性，然后将目标函数转化为增广拉格朗日

函数，利用交替方向法求解函数模型的最优解，并在

迭代过程中选用最速下降法优化了目标函数求解

效率。

２　ＴＶ算法
ＴＶ算法是Ｃａｎｄｅｓ等人从稀疏性在绝大多数自

然图像的离散梯度向量中都能得到满足的角度出

发，通过对梯度的稀疏性进行描述并求解，提出的一

种适合二维图像压缩重构的算法。它通过计算图像

梯度之和作为一个平滑处理的参考量。ＴＶ正则项
可以表示为：

ｍｉｎ‖ｘ‖ＴＶ ＝ｍｉｎｘ∑ｉ‖Ｄｉｘ‖　ｓｔ　ｙ＝Φｘ（１）
其中，ｘ是原始图像；Ｄｉｘ代表对图像每个像素横向
和纵向进行离散梯度计算。Φ是测量矩阵；ｙ是ｘ通
过Φ得到的测量值。‖·‖算子可以是ｌ１范数或者
是ｌ２范数，分别对应各项异性的 ＴＶ和各项同性的
ＴＶ。ｌ２范式会减少恢复出来的图像的锯齿边界，默
认选择ｌ２范式，这是一个典型的有约束的最优化
问题。

基于 ＴＶ算法对图像进行重构时，一般情况下
利用ＴＶｌ１ｌ２作为衡量图像离散梯度值的标准

［１２］，定

义为：

ＴＶｌ１ｌ２ ＝∑ ‖Ｄｈｘ‖
２＋‖Ｄｖｘ‖槡

２

＝∑ｉ，ｊ
（ｘｉ＋１，ｊ－ｘｉ，ｊ）

２＋（ｘｉ，ｊ＋１－ｘｉ，ｊ）槡
２ （２）

其中，Ｄｈ和Ｄｖ依次代表梯度操作子在水平与垂直
方向的取值；ｘ代表输入图像。如果用（ｉ，ｊ）代表ｘ
（维数为Ｍ×Ｎ）中某一像素点的位置信息 （１≤
ｉ≤Ｍ，１≤ｊ≤Ｎ），则水平和垂直方向的梯度可依
次描述为：

Ｄｈｘｉ，ｊ＝
ｘｉ＋１，ｊ－ｘｉ，ｊ，１≤ｉ＜Ｍ

ｘ１，ｊ－ｘｉ，ｊ，{ ｉ＝Ｍ
（３）

Ｄｖｘｉ，ｊ＝
ｘｉ，ｊ＋１－ｘｉ，ｊ，１≤ｊ＜Ｎ

ｘｉ，１－ｘｉ，ｊ，　{ ｊ＝Ｎ
（４）

上述算法中，对离散梯度的标准定义格式如图

１所示，图１（ａ）描述了图像中任一像素点的梯度标
准格式，图１（ｂ）和图１（ｃ）分别代表所有像素的梯
度分别在水平和垂直方向上的定义。

图１　梯度定义

Ｆｉｇ１Ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｇｒａｄｉｅｎｔ

ＴＶ算法在重构过程中对图像全域搜索，需要对
每个像素进行横向与纵向的梯度求解，这在一定程

度上会造成图像边缘信息与平滑区域内的噪声混

淆，因而出现边缘信息退化、对比度降低等现象。

３　ＢＴＶＡＬ３算法
３１　双边全变分正则化

双边滤波同时考虑像素点的空域信息和值域信
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息，对图像边缘等高频信息保存结果较好，能够解决

ＴＶ算法中存在的边缘信息退化、对比度降低等问
题。将双边滤波应用于全变分，既有对图像像素之

间的空间关系的约束，也有对像素间的灰度关系的

约束［１１］，与ＴＶ正则化算法相比，能够在抑制噪声的
同时进一步去除图像中的虚假边界，更好地保持图

像的边缘特性［１０］。双边全变分正则化函数项可以

表示为：

ΥＢＴＶ（ｘ）＝∑
ｐ

ｌ＝－ｐ
∑
ｐ

ｍ＝０
α ｌ＋ ｍ ‖ｘ－ＳｌｈＳ

ｍ
ｖｘ‖１

（５）
其中，‖ｘ－ＳｌｈＳ

ｍ
ｖｘ‖１代表 ｘ在不同尺度上的差

分；矩阵算子 Ｓｌｈ表示对图像ｘ在水平方向平移ｌ个

像素；Ｓｍｖ表示图像ｘ在垂直方向上移动ｍ个像素。
α（０＜α＜１）为权值系数，表示空间距离对权值
的影响，控制着正则项的权重。权系数 α的大小
对重构图像的局部细节信息的保持具有重要影

响：当 α取值较小时图像会包含较大的噪声，但是
在图像边缘的锐化方面有较大的好处；反之，当 α
取值较大时，能够有效的抑制噪声对重建的影响，

但会造成图像边缘模糊，因此选取适当的 α值大
小是非常重要的［１３］。ｐ为双边滤波核尺寸大小，即
最大位移量，其值过小会影响重建效果，其值过大

则会增大计算量。

双边全变分正则化算子本质上就是将点 （ｉ，ｊ）
的像素值与其ｐ×ｐ范围邻域内的其他像素点的像
素值之差以一定比例反馈到该点。双边滤波具有较

好的边缘保持功能［１４］。双边全变分差分定义如图

２所示。

图２　ＢＴＶ差分定义

Ｆｉｇ２ＴｈｅｇｒａｄｉｅｎｔｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆＢＴＶ

双边全变分正则化方法是对其他常用正则化方

法的推广［１２］，如果限制ｍ和ｌ在ｍ＝１，ｌ＝０或者

ｍ＝０，ｌ＝１并且α＝１这两种情况时，可以定义算
子Ｑｈ和Ｑｖ作为一阶导数（Ｑｈ ＝ｘ－Ｓｈ，Ｑｖ＝ｘ－
Ｓｖ），那么上式就可以表示为：

ΥＢＴＶ（ｘ）＝‖Ｑｈｘ‖１＋‖Ｑｖｘ‖１ （６）
从上式中可以看出，与 ＴＶ算法的表达式相一

致，也就是说 ＴＶ算法是双边全变分算法的一种特
殊形式。

双边全变分预先设定窗口尺寸，每个像素的梯

度求解过程仅在已设定的窗口范围内在水平和竖直

方向同时梯度求解，这在很大程度较好地保持了图

像的边缘特征以及细节信息。其中，参数的选择受

主观影响较大［１５］，对算法的重构性能以及算法的运

行速度有一定的影响。

根据以上分析可知，ＢＴＶＡＬ３算法压缩成像重
构模型则可以表示为：

ｘ^＝１２‖Φｘ－ｙ‖
ｐ
ｐ＋λΥＢＴＶ（ｘ） （７）

式（７）中第一项 １２‖Φｘ－ｙ‖
ｐ
ｐ为数据保真项，用来

衡量重构图像与原始图像的拟合程度。ｐ值可取１
或者２，当ｐ取１时对误差做ｌ１范数估计，对去除拉
普拉斯分布类噪声有较好效果；当ｐ值取２时，即对
误差做ｌ２范数估计，对去除高斯分布类噪声效果较

好［１６］，实际应用中通常取 ｌ２。第二项为正则项，表
示对重构图像正则性的约束。λ为正则化参数，控
制着数据保真项与正则项的相对贡献量，即权重。

若λ取值过大，图像高频信息衰减较大，图像细节
信息缺失，重建图像过于平滑；若 λ取值过小，图像
的保真度过高。

３２　基于增广拉格朗日函数的目标函数求解
目标函数式（７）不可微并且非线性，无法进行

直接求解。Ｒｏｃｋａｆｅｌｌａｒ［１７］提出的全局收敛性定理指
出在每一步迭代过程中，即使不对子问题进行精确

求解也能达到全局收敛。因此，本文将目标函数等

价转化成一系列无约束子问题，将拉格朗日算子应

用于目标函数的求解过程，目标函数的求解问题即

可转化为最小化增广拉格朗日函数的问题。由式

（１）和式（５）可得，ＢＴＶＡＬ３算法中的目标函数可以
表示为：

ｍｉｎ
ｇｉ，ｘ
∑
ｐ

ｌ＝－ｐ
∑
ｐ

ｍ＝０
α ｌ＋ ｍ‖ｇｉ‖

ｓｔ　Φｘ＝ｙ＆ｇｉ＝ｘ－Ｓ
ｌ
ｈＳ
ｍ
ｖｘ （８）
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设Ｔｉｘ＝ｘ－Ｓ
ｌ
ｈＳ
ｍ
ｖｘ，那么，ＢＴＶＡＬ３算法对应的

增广拉格朗日函数可以表示为：

ＬＡ（ｇｉ，ｘ）＝∑
ｐ

ｌ＝－ｐ
∑
ｐ

ｍ＝０
α ｌ＋ ｍ·

‖ｇｉ‖ ＋
βｉ
２‖Ｔｉｘ－ｇｉ‖

２
２－ｗ

Ｔ
ｉ Ｔｉｘ－ｇ( )( )ｉ

－

λＴ（Φｘ－ｙ）＋μ２‖Φｘ－ｙ‖
２
２ （９）

在求解增广拉格朗日函数的过程中需要高效

地解决每一步迭代过程中的子问题，本文采用交

替方向最小化方法克服子问题的非可微性及非线

性。假设 ｘｋ和ｇｉ，ｋ是第ｋ次迭代子问题的最优解，
进而可以求得 ｇｉ，ｋ＋１。由于求解过程非常复杂，因
此选用梯度下降法来迭代求解式，在每次迭代过

程中，梯度下降法都要更新梯度方向，数据较大的

情况下，运算代价非常大。因此，选用近似解 ｘｋ作
为起点，只进行一次梯度下降算法，求得 ｘｋ＋１。最
后判断是否满足初始阈值，停止迭代，输出结果。

利用增广拉格朗日函数算子求解目标函数流程图

如图３所示。

图３　求解目标函数流程图

Ｆｉｇ３Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｓｏｌｖｉｎｇｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

４　仿真实验分析
为了验证ＢＴＶＡＬ３算法相对于改进前的全变分

算法的重构性能，进行仿真实验分析。实验以

ＭＡＴＬＡＢ＿２０１４ａ为平台，选用 Ｂｕｉｌｄｉｎｇ标准图像作
为测试图像，以高斯随机测量矩阵为编码方式。实

验结果以峰值信噪比ＰＳＮＲ值、重构错误率 ＥＲＲＯＲ
和结构相似度 ＳＳＩＭ为评价标准。其中，ＰＳＮＲ值越
大越好、ＥＲＲＯＲ值越小越好、ＳＳＩＭ值介于［０，１］之
间，越接近１越好。由于测量率和噪声水平对重构
算法性能都有较大的影响，因此实验比较分析了算

法在不同测量率、不同噪声水平下的重构性能。为

了避免实验结果的偶然性，取１０次仿真结果的平均
值作为最终实验结果。

４１　各算法在不同测量率下的重构结果
为了分析本文提出的 ＢＴＶＡＬ３算法的重构性

能，本文将典型的 ＯＭＰ算法、ＳＰ算法、ＣｏＳａＭＰ算
法、ＩＲＬＳ算法、ＴＶＡＬ３算法进行比较。以 ＰＳＮＲ、
ＥＲＲＯＲ、ＳＳＩＭ为评价标准，各种算法在不同测量率
下对 Ｂｕｉｌｄｉｎｇ图像的重构结果分别如图４～６所示。

图４　各算法重构图像ＰＳＮＲ值

Ｆｉｇ４ＴｈｅＰＳＮＲｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｓｏｆｅａｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图５　各算法重构图像ＥＲＲＯＲ值
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图６　各算法重构图像ＳＳＩＭ值

Ｆｉｇ６ＴｈｅＳＳＩＭｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｓｏｆｅａｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ

从图４～６中各算法在不同测量率下的重构图
像 ＰＳＮＲ值曲线、重构错误率 ＥＲＲＯＲ曲线以及结
构相似度 ＳＳＩＭ曲线可以分析得出：ＴＶＡＬ３算法和
ＢＴＶＡＬ３算法的重构性能在各测量率下优于其他
典型重构算法。其中 ＩＲＬＳ算法比较特殊，在未压
缩情况下重构结果优于其他算法。改进的

ＢＴＶＡＬ３算法重构性能相对于 ＴＶＡＬ３算法而言，
各测量率下重构图像的ＰＳＮＲ值提高约２ｄＢ；重构
错误率在测量率小于０７时下降低１０％左右，而
测量率在大于０７时错误率降低２％左右；结构相
似度在测量率小于０２时低于 ＴＶＡＬ３算法，测量
率介于０２和０７之间时，ＢＴＶＡＬ３算法的结构相
似度较 ＴＶ算法相比提高 ０１左右，测量率大于
０７时则相似度相差不大。

为了更直观地表示重构效果，在测量率为０２
和０５时 ＴＶＡＬ３算法与 ＢＴＶＡＬ３算法的重构结果
如图７和图８所示。

图７　测量率为０２时重构结果

Ｆｉｇ７Ｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｈｅｎｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｒａｔｅｉｓ０２

从图 ７和图 ８中可以看出，相同测量率下
ＢＴＶＡＬ３算法的重构图像轮廓信息更加清晰。

图８　测量率为０５时的重构结果

Ｆｉｇ８Ｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｈｅｎｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｒａｔｅｉｓ０５

４２　不同噪声水平下的重构结果
由于噪声水平会对算法的重构性能产生一定

的影响，本节对 ＢＴＶＡＬ３算法对噪声的鲁棒性进
行了分析。根据 ４１节可知，ＴＶＡＬ３算法与
ＢＴＶＡＬ３算法的性能优越，远高于其他典型算法。
因此，本节只对这两种算法在不同噪声水平下的

重构结果进行了分析比较。其中，在各测量率下

的重构结果相似，选择测量率为０５时 Ｂｕｉｌｄｉｎｇ图
像在高斯随机测量矩阵下不同噪声水平的重构结

果如图９～１１所示。

图９　不同噪声水平下重构图像ＰＳＮＲ值

Ｆｉｇ９ＴｈｅＰＳＮＲｖａｌｕｅｓｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅ

ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ

图１０　不同噪声水平下重构图像ＥＲＲＯＲ值

Ｆｉｇ１０ＴｈｅＥＲＲＯＲｖａｌｕｅｓｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅ

ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ
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图１１　不同噪声水平下重构图像ＳＳＩＭ值

Ｆｉｇ１１ＴｈｅＳＳＩＭｖａｌｕｅｓｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ

从图９～１１中 ＴＶＡＬ３算法与 ＢＴＶＡＬ３算法在
不同噪声水平下的重构图像 ＰＳＮＲ值曲线、重构错
误率 ＥＲＲＯＲ曲线以及结构相似度 ＳＳＩＭ曲线可以
分析得出：ＢＴＶＡＬ３算法相对于 ＴＶＡＬ３算法而言
在相同测量率下随着噪声水平的提高，重构图像

的 ＰＳＮＲ值降低的很小，基本保持不变；重构错误
率增加的很缓慢，而且重构错误率很低，低于

ＴＶＡＬ３算法１０％左右；结构相似度随着噪声水平
的提高，略高于 ＴＶＡＬ３算法，但是相差不明显。可
以看出，ＢＴＶＡＬ３算法不同噪声具有更好的鲁
棒性。

５　结　论
本文在 ＴＶ算法的基础上引入双边滤波思想，

通过同时对图像像素之间的空间关系和灰度关系

进行约束，弥补了全变分正则项求解过程中对全

域进行差分导致的图像边缘信息模糊的不足。求

解过程中通过在目标函数中加入拉格朗日算子，

将目标函数转化为加入增广拉格朗日函数，利用

交替方向法求解该函数最小值，迭代过程中选择

梯度下降法进行求解，可使算法得到优化，运算速

率得到提升。最后利用 ＭＡＴＬＡＢ程序进行仿真实
验，证明改进的 ＢＴＶＡＬ３算法相对于 ＴＶＡＬ３算法
能够更好地保持图像的边缘信息，在不同测量率

下重构图像的结构相似度提高了０１、ＰＳＮＲ提高
了２ｄＢ，重构图像错误率降低了 １０％左右，并且
ＢＴＶＡＬ３算法对噪声也具有较好的鲁棒性，图像重
构质量得到进一步提高。
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